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vysokých teplotách a v proměnných polích může způsobit fundamentální pokrok 
v elektrotechnice. 
O pracích, které se vedou v našem ústavu a mají přímý praktický význam, bude řeč 
jinde. Na konci svého referátu bych se chtěl ještě jednou vrátit na začátek a znovu zdů­
raznit, že stanovit přesnou hranici mezi základním a aplikovaným výzkumem není 
možné (např. objev laserů přes jejich ohromný praktický význam lze chápat také jako 
úspěch základního výzkumu). 
Rozdíl mezi nimi ovšem existuje, jako existují i rozdíly v zaměření talentu lidí pracují­
cích v první či druhé oblasti výzkumu. Z tohoto důvodu musí být vědecké kolektivy 
kvalitativně různé, ale mírný podíl základního výzkumu v prakticky zaměřeném ústavu, 
jakož i mírný podíl aplikací v ústavu zabývajícím se základním výzkumem, může být 
velice užitečný. 
Vše záleží na správných proporcích. 
Netradiční integrální geometrie 
Lawrence Zalcman 
1. Úvod. Netradiční integrální geometrií v nadpisu míníme to, čemu se občas říká 
stereologie nebo stereometrie. Je to zkoumání vlastností geometrických útvarů na zákla­
dě informací o jejich průnicích s plochami nižší dimenze a o hodnotách integrálů přes 
tyto plochy. Aktivita v této oblasti a zájem o ni je značný, zejména se zřetelem na aplika­
ce. Ty sahají doslova od nebes nad námi až po zemi a vody pod ní: od radioastronomie 
přes geofyziku [19] až k hledání nafty a (jiných) ukrytých pokladů. Existují dokonce 
souvislosti s navrhováním součástí jaderných reaktorů. 
Snad nejzajímavější aplikace se týká neurochirurgie nebo — přesněji řečeno — radio­
logie (rentgenová tomografie). Jde zde o určení velikosti, rozsahu a umístění mozkových 
nádorů pomocí rentgenových paprsků vyslaných z konečně mnoha různých směrů. 
(Ukazuje se, že — teoreticky řečeno — takové údaje nikdy nestačí k získání požadova­
ných informací; na druhé straně se tyto metody v praxi docela osvědčují.) Teoretické 
i praktické aspekty tohoto postupu jsou popsány v zajímavých přehledných článcích 
Smithe, Solomona a Wagnera [27] a Sheppa a Kruskala [24]. 
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Můj vlastní zájem o předmět je úplně jiné povahy a spočívá zcela v teoretické oblasti. 
Vzhledem k tomu nebude v tomto článku o aplikacích řečeno nic více. Obraťme tedy 
pozornost k méně praktickým aspektům. 
2. Stereologie. Nechť G je oblast v rovině ohraničená Jordánovou křivkou. Je G urče­
na jednoznačně délkou (lineární Lebesgueovou mírou) průniků G se všemi přímkami? 
Zdá se, že otázky tohoto typu byly poprvé (v poněkud obecnější formě) vyšetřovány 
J. Radonem ([18]) r. 1917. Že lze nějaké geometrické informace z těchto údajů vytěžit 
je okamžitě zřejmé: např. konvexní obal G je právě doplněk sjednocení všech přímek, 
jejichž průnik s G má nulovou délku. Je méně zřejmé, jak lze dát dohromady znalost 
všech délek zmíněných průniků (ale ne jejich umístění!) a obdržet zpět oblast G. Ačkoli 
následující věta neposkytuje recept na takovou rekonstrukci, dává odpověď na naši 
původní otázku, a to ve výjimečně silné podobě. 
Věta (H. Cramér, H. Wold, [7]). Nechťfe L^U2). Předpokládejme, že 
(1) f fds = 0 
pro skoro všechny přímky Lv každém směru. Potom platí f = 0 skoro všude. 
Předpoklad, že / je integrovatelná vzhledem k (dvourozměrné) Lebesgueově míře 
zaručuje přes Fubiniovu větu, že pro každý pevně zvolený směr je / integrovatelná na 
skoro všech přímkách tohoto směru. Proto má předpoklad (1) smysl. Na druhé straně 
samotná existence a anulování integrálů (1) zdaleka nestačí k tomu, aby se/anulovala 
všude. To ukazuje známý Sierpiňského příklad (viz [25]) neměřitelné množiny S v rovi­
ně, která má s každou přímkou této roviny nejvýše dvoubodový průnik. Je-li f = Xs 
(charakteristická funkce množiny S), je okamžitě vidět, že podmínka (1) je splněna, ale 
Xs se zřejmě neanuluje skoro všude. 
Abychom mohli použít Cramérovy-Woldovy věty k řešení původního problému, 
označíme Sx SL S2 dvě měřitelné množiny v rovině, které mají obě konečnou míru. 
Předpokládejme, že pro každou přímku L je délka množiny St n L a S2 n L stejná. 
Když položíme / = # S l — Xs2> vidíme, že platí (1), a tedy # S l = Xs2 skoro všude. To 
znamená, že S1 a S2 se liší nejvýše o množinu nulové míry. V případě, že St a 5 2 jsou 
Jordánovy oblasti, plyne odtud Sl = S2. 
Existují tři dobré důvody pro to, abychom zde tuto větu dokázali: důkaz je krátký, 
extrémně elegantní a vysoce podnětný. Je zde však ještě další důvod. Každý matematický 
článek by měl obsahovat alespoň jeden úplný důkaz a tento důkaz je jediný, který 
hodlám udělat. 
Nechť 
(2) - /(£,>/)= í\f(x,y)^x+^)dxdy 
je Fourierův obraz funkce/ O/potřebujeme vědět pouze dvě věci:/je spojitá a zobra­
zení přiřazující / funkci / je prosté. Speciálně je-li / = 0, pak / = 0 (skoro všude). 
Tvrdím, že pokud/splňuje (1), platí/(O, n) = 0. Skutečně, 
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M ti) = ííf(x, y) e ^ dx dy = í ( ff(x, y) dx\ e 1 " dy = O, 
protože vnitřní integrál se anuluje pro skoro všechny pevně zvolené hodnoty y. Po 
krátké úvaze dostáváme /(£, rj) = 0 pro všechna (£, .7). Opravdu, hořejší výpočet uka­
zuje, že / se anuluje na libovolné přímce jdoucí počátkem (libovolného směru), pokud se 
anuluje integrál z f přes každou přímku k ní kolmou (tj. po všech přímkách kolmých 
vzhledem ke zvolené). Funkce/se tedy anuluje na každé přímce procházející počátkem, 
a je tedy identicky rovna nule. 
S trochou většího úsilí můžeme dostat mnohem více. Například vzhledem k tomu, 
že/je spojitá, stačí vědět, že (l) platí pro skoro všechny přímky z (eventuálně spočetné) 
husté množiny směrů. To samo o sobě tolik nepřekvapuje, ale ukazuje to cestu k větším 
věcem. Nechť např. má f kompaktní nosič. Potom můžeme rozvinout exponenciálu 
v (2) v řadu a integrovat ji člen po členu. Tak dostaneme pro /(<!;, rj) mocninnou řadu 
konvergentní pro všechny (reálné a komplexní) hodnoty (£, rj). Funkce / je tedy celá 
funkce v proměnné (£, rj). Viděli jsme již, že platí-li (l) pro systém všech přímek určitého 
směru, musí se / anulovat na přímce k nim kolmé procházející počátkem. Odtud plyne, 
že když (1) platí pro skoro všechny přímky v každém ze spočetně mnoha směrů, musí se 
/ anulovat na spočetně mnoha přímkách jdoucích počátkem. Snadno lze nahlédnout, 
že to stačí k tomu, aby se všechny členy Taylorova rozvoje / rovnaly nule. Je tedy 
/ = 0, a tedy i f = 0. Zdá se to zcela překvapující, neboť množina směrů, pro něž se 
předpokládá platnost (1), může být zcela malá. Je skutečně obtížné si představit, jak by 
se měl takový výsledek dokazovat ryze geometrickými prostředky. 
Vyšetřování funkcí pomocí jejich integrálů po přímkách, rovinách či vícerozměrných 
lineárních podprostorech vedlo ke vzniku rozsáhlé teorie Radonový transformace. Ne­
budeme se zde touto teorií zabývat, protože jsme se pochlubili záměrem věnovat se 
čemusi „netradičnímu". Místo toho upozorňujeme čtenáře, který by měl zájem, na 
[17] a na literaturu, která je tam citována. 
3. Kreis und Kugel. Přímky a roviny nejsou jediné geometricky přirozené množiny, 
přes které integrujeme funkce; kružnice a sféry jsou v každém směru stejně dobré. 
Bohužel věta pro kruhy obdobná větě Craméra a Wolda je příliš lehká. Vskutku, bude-
me-li předpokládat f e C(U2) a 
(3) | f d s = 0 
pro všechny kružnice C, pak 
f(z) = lim — í f(z + reie) d0 = 0 
r->o 2n J 0 
afse tedy anuluje všude. Tvrzení bude platit (pokud „všude" nahradíme „skoro všude"), 
budeme-li předpokládat, že f je měřitelná a lokálně integrovatelná, což zapisujeme po­
mocí fe LÍoc (R
2). 
Abychom tedy dostali zajímavou teorii, musíme se šlechetně vzdát předpokladu, že 
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(3) platí pro malé kružnice. Co lze dostat, jestliže víme, že (3) platí pro kružnice s polo­
měry „odraženými" od nuly, řekněme pro r > r0l 
Jestliže jsme nyní postaveni před netriviální otázku, můžeme začít vychutnávat ně­
která další úskalí problému pro kružnice. Za prvé kružnice nejdou dohromady tak pěkně 
jako přímky. Dále podmínka (3) nezahrnuje žádná omezení na růst f u nekonečna; 
navíc, pokud není k dispozici takové omezení, není vůbec jasné, jak použít mechanismu 
Fourierovy transformace a podobných prostředků. Nyní se už problém pro kružnice 
jeví jako těžší než odpovídající problém pro přímky. 
Je opravdu těžší, ale jeho řešení je známo více než čtyřicet let. Lze se o něm dočíst 
v krásné malé monografii Fritze Johna [15]. Stručně, platí-li (3) pro všechny kružnice 
s poloměry v nějakém intervalu rt < r < r2, pak se/ musí anulovat. Většina důvěřivých 
lidí by byla s takovou odpovědí spokojena. Vzhledem k tomu, že zde máme zájem nalézt 
minimální předpoklady, ptejme se (neskromně? naivně?), zda lze dostat stejný výsledek 
za předpokladu, že (3) platí pro všechny kružnice s týmž jedním (pevně zvoleným) 
poloměrem r. Abychom odpověděli na tuto otázku, bude užitečné vědět něco o Besse-
lových funkcích. 
4. Velmi krátký kurs Besselových funkcí. Opravdu vše, co potřebujeme znát o Besse-
lových funkcích, lze vyčíst ze Schlómilchovy generující formule 
e x p ^ r . - i " h _ f Jn(w)f, 
\2 [__ t J n= — oo 
kde řada vpravo konverguje stejnoměrně na každé kompaktní podmnožině množiny 
Cw x (C ř \ {0}). Trocha algebry vede k tomuto vzorci: 
w = I —*—'— 
fc=o2
a+2fck!F(a + k + 1) 
"přestože tento vzorec plyne z generující formule pouze pro celá a, lze ho užít k definování 
Besselových funkcí s libovolným (reálným) indexem a. Kromě (eventuálně) víceznačného 
faktoru wa jsou to vesměs celé funkce mající nekonečně mnoho nulových bodů. V pří­
padě a > — 1, který nás bude zajímat, jsou tyto nulové body všechny reálné a jsou 
asymptoticky pravidelně rozloženy na reálné ose. (Platí to i pro a celá záporná, neboť 
podle Schlómilchovy formule je J_M(w) = J„( — w).) Pro a rovná lichému násobku 
1/2 lze Ja (z) vyjádřit pomocí trigonometrických funkcí. Speciálně platí 
/ 2 \ 1 / 2 / 2 \ 1 / 2 
J_ 1 / 2 (z) = ( — ) cos z, J1/2 (z) = l—\ sin z . 
\nzj V712/ 
Více lze o Besselových funkcích najít v [30]. 
5. Příklad. Nechť g(Q = g(£ + irj) = elf/ a nechť z = x + iy. Potom 
f g(C)ds = í " g(z + reiG) r dG = í " e i ( y + r s i n 0 ) r dO = r ěy í V s i n * d0 = 
J|C-z|=r j o j o j o 
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= reiy f "exp T- Uie - - M l d<9 = r eiy f * £ J„(r) eÍM* d<9 = 2TT reiy J0(r) . 
Integrál z g přes kružnici o poloměru r (o libovolném středu) se anuluje, právě když 
J0(r) = 0. Odtud plyne, že (3) platí pro všechny kružnice s poloměrem z jisté nekonečné 
množiny (nezáporných nulových bodů J0). Odpověď na otázku položenou na konci 
části 3 je tedy přesvědčivě negativní. Příklad nemůže být zavržen ani jako nějaká pato­
logie: funkce g(Q je omezená a reálně analytická. 
6. Pozitivní výsledek. To není samozřejmě celá historie, jinak bych nepsal tento 
článek. Jestliže, jak napsal Morris Kline v [16], „přednost logického důkazu nespočívá 
v tom, že nás nutí věřit, ale že vnucuje pochybnosti — důkaz říká, kam máme své po­
chybnosti soustředit", není o nic méně pravda, že hodnota protipříkladu nespočívá 
v tom, že nutí pochybovat, ale že nabízí víru; přitom protipříklad říká, v jakém směru 
víru zaměřit. V protipříkladu z předchozí části podíl r1\r2 libovolných dvou poloměrů, 
pro něž (3) platí, je podílem nulových bodů J0(Z). A tak v souladu s principem právě 
proklamovaným, platí toto tvrzení ([10], [12], [26], [32]): 
Věta. Nechť fe C(Un), rl9 r2 > 0. Předpokládejme, že integrál z f (vzhledem k 
(n — í)-rozměrové povrchové míře) přes každou sféru o poloměru rt a r2 je 0. Potom 
je f = 0, pokud r1\r2 není podílem nulových bodů funkce J(rt-2)/2(
z)-
Nemůžeme se zde pouštět do detailů důkazu, později však alespoň obecně popíšeme 
hlavní myšlenky a použitou techniku; teď se místo toho zmíníme o některých zesíleních 
a ilustracích. 
Předpoklad o regularitě / lze značně oslabit; ve skutečnosti stačí předpokládat, že 
/je z L|oc(lR''). I když to není úplně zřejmé, plyne odtud, že/je integrovatelná přes skoro 
všechny sféry téhož zvoleného poloměru, přičemž „skoro všechny" se zde vztahuje 
přirozeně na míru pro středy. Podobně stačí požadovat, že integrál z / se anuluje přes 
skoro všechny sféry o poloměrech rx a r2. Tato vylepšení charakteru obvyklého pro 
reálnou proměnnou jsou jen technicky zajímavá, nicméně vytvářejí bezprostřední vztah 
k integrální geometrii. Nechť S je měřitelná množina v rovině. Potom je S jednoznačně 
určena (až na množinu míry 0) délkami průniků se (skoro) všemi kružnicemi o polo­
měrech rj a r2, pokud ri/r 2 není podílem nulových bodů J0(Z). 
Mnohem více zarážející je přesnost nebo — lépe řečeno — nestabilita našich výsledků. 
I když podíly nulových bodů Besselových funkcí tvoří spočetnou (a tedy „malou") 
množinu, jsou se zřetelem na asymptoticky rovnoměrné rozložení současně husté v mno­
žině nezáporných reálných číseJ. Proto může sebemenší změna jednoho z poloměrů 
narušit platnost tvrzení. To, jak se zdá, vylučuje jakoukoli možnost čistě geometrického 
důkazu. 
Konečně je třeba zdůraznit, že „výjimečná množina" opravdu existuje. Příklad z části 
5 to ukazuje pro n = 2 a podobné příklady lze sestrojit pro libovolné n. 
Ve dvou případech lze množinu podílů nulových bodů J(/I_2)/2(Z) popsat přesněji. 
Pro n = 3 je JÍ/2(Z) = (2/7iZ)
1/2 sin Z, a proto výjimečná množina obsahuje právě 
podíly nm\nn, tj. všechna racionální čísla. Je-li n = 1, tvoří výjimečnou množinu podíly 
nulových bodů J_i/2(Z) = (2\nz)
1/2 cos Z; je to tedy množina všech racionálních čísel 
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mjn, kde obě čísla m, n jsou lichá. Taková funkce, pro kterou platí f(x + r,) + f(x — 
— rj) = 0, j = 1, 2, se tedy anuluje všude, pokud r1\r2 4= m\n, kde m, n jsou lichá 
čísla. Je zábavným cvičením zkusit dokázat tento výsledek přímo (souvisí s problémem 
A3 z „Putnám Competition" z roku 1977). 
7. Rozpaky vyvolávající problém. Lidé se ptají: „Odkud se beroif Besselovy funkce"? 
Myslel jsem si, že znám odpověď na tuto otázku, nyní si však nejsem už tak jistý. Dnes 
existuje více různých přístupů ke zmíněné větě a v každém se objevují Besselovy funkce 
trošku odlišným způsobem: jako obrazy při Fourierově transformaci, jako vlastní funkce 
Laplaceova operátoru, jako sférické funkce nebo jako řešení jistých diferenciálních 
rovnic. Z určitého hlediska to samozřejmě vychází nastejno. Je však lehce znepokojující, 
že větu lze v mnoha směrech zobecnit (některá zobecnění prozkoumáme dále), avšak 
jindy ta a jindy jiná technika poskytuje klíč k náležitému zobecnění. Bezpochyby 
existuje konečná syntéza; vzhledem k tomu, že jsme jí dosud nedosáhli, zdá se nejlepší 
pokorně říci, že — stejně jako podle Kroneckera přirozená čísla — Besselovy funkce 
nám seslala Prozřetelnost: jsou zde prostě od přírody. 
8. Inverzní problém a problém inverze. Nechť u e C2(Un) a, nechť U(x, r) je průměr 
funkce u přes sféru o poloměru r( _ 0) a středu x e Un. Potom U vyhovuje rovnici 
(Euler-Poisson-Darboux) 
8ju + 1-1eu= , 
dr2 r t!5r 
U(x, 0) = u(x), — (x,0) = 0 . 
dr 
Věta z části 6 může být formulována jako jakási inverzní věta pro tuto rovnici: předpo­
kládejme, že U(x, r) se anuluje na „rovinách" r = rt a r = r2. Potom u = 0, pokud 
ovšem r1\r2 není podílem nulových bodů J(n-2)/2(Z). To se silně podobá větě o jedno­
značnosti pro okrajové úlohy pro hyperbolické rovnice (srovnej s [28] a dalšími tam 
uvedenými odkazy). 
Pomineme-li (technickou) podmínkou u e C2(Un) a budeme-li předpokládat pouze 
u e C(Un), můžeme shrnout výsledky z předcházejících částí do tvrzení: zobrazení u -> 
~* (uu ui) J e prosté, kde Uj(x) = U(x, r3) a rur2 jsou zvoleny tak, aby věta platila. 
Tato formulace vede okamžitě k přirozenému problému najít explicitní vyjádření pro 
inverzní zobrazení. Jinak řečeno, jak k (ul9 u2) nalézt w? Pro určité velmi speciální pří­
pady je to lehce proveditelné, nicméně jádro problému spočívá v sestrojení předpisu 
platného pro všechna u a všechny přípustné dvojice ( r l 9 r 2 ). V takto obecné formulaci 
je to otevřený problém, dokonce i v případě funkce jedné reálné proměnné. Samozřejmě, 
že takový vzorec by vedl k novému (a skoro jistě k „nejlepšímu") důkazu naší věty. Je 
přirozené předpokládat, že výjimečná množina Špatných podílů odpovídá tomu, že se 
jistá Besselova funkce ve jmenovateli hypotetické inverzní formule anuluje. 
9. Plošné arobjemové variace. I když předpoklady Cramérovy-Woldovy věty byly 
vysloveny pomocí podmínek pro integrály po přímkách, mohly by být stejně (a ve sku-
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tečnosti původně i byly) zapsány ve formě integrálů přes poloroviny: 
(4) f / d _ 4 = 0 
JH 
pro každou polorovinu H. Přechod mezi (1) a (4) je rutinní a spočívá v obyčejném derivo­
vání a integrování. 
Bohužel, jak již bylo řečeno, kružnice (a sféry) téhož poloměru nejdou dohromady 
tak pěkně a tak neexistuje zřejmý způsob, jak integrovat větu o dvou kružnicích (sférách) 
a obdržet tak větu o dvou kruzích (koulích). Plošný, resp. objemový analog věty nicméně 
platí (viz [6], [26], [32]). 
Věta. Nechť f e L\oc(U
n), r l 5 r2 > 0. Předpokládejme, ze (objemový) integrál funkce 
f přes každou kouli o poloměru r1 a. r2je roven 0. Potom f = 0 skoro všude, pokud není 
r1jr2 podílem nulových bodů Jn/2(z). 
Výsledek je, stejně jako předcházející výsledky, mimořádně nestabilní. Speciálně je 
zajímavý poznatek, že se výjimečná množina v této větě lisí od té, která se vyskytovala ve 
větě o dvou sférách; to je definitivní důkaz pro nemožnost přímého přechodu od jedné 
věty ke druhé. Na druhé straně pozornosti pečlivého čtenáře neujde, že výjimečná mno­
žina pro objemový případ v IR" splývá s výjimečnou množinou pro případ plošné integra­
ce v Un+2. To není náhoda: opravdu lze obdržet objemovou větu v lRn z plošné věty pro 
Un+2 (ne však naopak). Nebudeme se tím dále zabývat, protože to nic zvlášť užitečného 
nedává; čtenář by však mohl chtít nalézt sám (čistě geometrický) vztah mezi oběma 
výsledky. 
10. Pompeiův problém. Dosud jsme se soustředili na to, co se lze o funkcích dozvědět 
ze znalosti hodnot jejich integrálů přes jisté množiny. Je možné se však na vše dívat 
z duálního pohledu a hledat, pro které množiny určuje znalost hodnot odpovídajících 
integrálů výchozí funkci. To vede přímo k Pompeiouvu problému. 
Nechť K cz Un je kompaktní množina, která má kladnou n-rozměrnou míru. Říkáme, 
že K má Pompeiuovu vlastnost, jestliže pro každou fe C(Un) z podmínky 
(5) f fdV=0 
Ja(K) 
pro všechna izometrická zobrazení a: IR2 -> IR2 vyplývá/ = 0 identicky. 
Nejznámější rovinné obrazce (elipsy, mnohoúhelníky atp.) mají Pompeiuovu vlastnost 
([6]). Kruhy nikoli; věta z předcházející části poskytuje jistou náhražku pro případ 
tohoto selhání. Z intuitivního hlediska spočívá vysvětlení tohoto rozdílu v tom, že pro 
nerotační obrazce použitím rotací a v (5) dostaneme další důležitou informaci kromě té, 
kterou dostaneme použitím pouhých posunutí. Bohužel není jednoduché z tohoto 
vytvořit působivý matematický důkaz; je mimořádně zajímavou otázkou, zda je kruh 
jedinou uzavřenou Jordánovou oblastí v rovině, která nemá Pompeiovu vlastnost — 
tato otázka zůstává dosud nezodpověděna. Pro oblasti s hladkou hranicí se ukazuje, že 
jde o problém ekvivalentní s následující úlohou s „volnou hranicí" ([2]). 
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Nechť G je Jordánova oblast. Předpokládejme, že okrajová úloha 
(6) Au + Xu = 0 na G , 
u = c. — = 0 na oG 
dn 
má kladnou vlastní hodnotu L Musí potom být G kruh? (Jestliže existuje nekonečně 
mnoho vlastních hodnot, zní odpověď ano (viz [2]).) V případě, že G je kruh {(x, y); x2 + 
+ y2 ^ K2}, funkce J0(s]X(x
2 + y2)) s X = (fi/R)2 vyhovuje (6) pro některý nulový bod 
\i funkce Ji(Z). Obecně však ani G, ani u, ani A není předem známo. 
Tato otázka se zdá překvapivě podobná následující charakteristice kruhů pomocí 
Poissonovy rovnice s okrajovou podmínkou komplementární k (6). Předpokládejme, 
že existuje na Jordánově oblasti G s hladkou hranicí funkce u tak, že platí 
(6') Au = - 1 na G, 
u = 0, — = c na dG . 
dn 
Potom je G kruh ([23], [31]). Je-li G = {(x, y); x 2 + y2 = R
2} , pak funkce u(x, y) = 
= i(R2 — x2 — y2) vyhovuje (6') pro c = —Rj2. Poněvadž jsou Besselovy funkce 
mnohem komplikovanějšími objekty než polynomy druhého stupně, lze předpokládat, 
že problém (6) přináší ještě další obtíže, než jsou ty, s nimiž se střetneme při práci se (6'). 
Všechno, o čem jsme se nyní zmínili, tj. neřešený problém, jeho ekvivalence s problé­
mem s volnou hranicí (6) a výsledek pro Poissonovu rovnici (6'), lze jednoduše formulo­
vat v Un; stačí prostě místo Jordánovy oblasti uvažovat homeomorfní (nebo hladký) 
obraz G jednotkové koule Bn. 
11. Zobecnění. V předcházejících částech jsme se zabývali podmínkami, ze kterých 
vyplývalo, že se jistá funkce identicky anuluje. Není však o nic těžší dokázat věty obsa­
hující zajímavější tvrzení. Tak např. dostáváme tuto dvoupoloměrovou variaci na kla­
sickou větu Morerovu ([26], [32]). 
Věta.NcchffeC(lR2), 
(7) Дz) dz = 0 
Г 
pro všechny kružnice F o poloměrech r1 a r2. Potom je f holomorfní v celé rovině, 
pokud ríjr2 není podílem nulových bodů Ji(Z). 
Je to vlastně důsledek dvoukruhové věty z části 9, protože pro hladké funkce platí 
f(Z) dz = 2І — dx dy, 
дž 
kde A je kruh s hranicí F a djdž = i(d\dx + \(d\dy))\ přechod k obecnému případu je 
rutinní záležitostí. Tento vztah je nicméně v jistém smyslu náhodný a zcela jistě není 
typický. V každém případě však tento výsledek ilustruje naprosto jasně, jak je důležité 
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nepředpokládat globální integrovatelnost: ačkoliv každá celá funkce vyhovuje (7), jediná 
celá funkce, pro kterou platí fe l}(U2), jef(Z) = 0. 
Příbuzná veta charakterizuje harmonické funkce pomocí dvoupoloměrové průměrové 
podmínky. Nechť Qn je rovnoměrně rozložená míra na jednotkové sféře S "
- 1 c IR" 
normalizovaná tak, že celková míra sféry je rovna 1. Připomeňme, že funkce u spojitá 
v oblasti G c Un je harmonická v G tehdy (Koebe) a jen tehdy (Gauss), platí-li 
(8) u(x) = u(x -f rt) dQn(t) 
Js«-i 
pro každé xe G a každé r, 0 < r < dist(x, dG). Speciálně je u harmonická na IR", 
platí-li (8) pro všechna x e Un a všechna r > 0. 
Věta. Nechť u e C(Un), ru r2 > 0. Nechť dále (8) platí pro všechna xeU
n a pro 
r = ru r2. Potom Au = 0, pokud není r1\r2 podílem nulových bodů rovnice 
(9) 2<-^r(n/2)./ (,,_ 2 ) / 2(z) _ 
V ' z ( « - 2 ) / 2 
Tento výsledek z [8], [9], [10], [12], [32] je první ze všech dvoupoloměrových vět; 
byl objeven Jeanem Delsartem již v r. 1957. Od ostatních výsledků z předcházejících 
odstavců se liší tím, že výjimečná množina je velice malá, nebo dokonce neexistuje. 
Opravdu, jestliže se kladné číslo rx\r2 rovná podílu nulových bodů (9), musí tyto nulové 
hodnoty ležet na polopřímce vycházející z počátku. Použitím asymptotiky pro Besselovy 
funkce se dá ukázat, že existuje pro každé n > 1 nejvýše konečně mnoho vyloučených 
podílů. (Případ n = 1 je speciální: pak se (9) redukuje na cos Z = 1 a výjimečná množina 
je množina všech racionálních čísel.) Je-li n = 3, žádný podíl není vyloučen ([9]). Zda 
je výjimečná množina neprázdná pro nějaké n > 1, je opět otevřený problém. 
Více než deset let zůstávala Delsartova věta raritou, jakousi „zrůdnou větou" v termi­
nologii i těch nejstarších průkopníků v tomto oboru (viz [29]). Částečným důvodem 
snad bylo, že se obecně soudilo, že jde o specifický výsledek z teorie harmonických funkcí 
a že se k ní nedá již nic dodat. My, kdož jsme se seznámili s větami v předcházejících 
odstavcích, jsme na tom lépe. Jak však Delsartova věta, naše verze Morerovy věty 
a sférické nebo kulové věty netradiční integrální geometrie zapadnou do rámce jediné 
obecné teorie? 
Odpověď je překvapující a zároveň překvapivě jednoduchá. Nechť P(£) = P^, 
2̂> •••> Šn) J
e homogenní polynom, tj. nějaký (konečný) součet jednočlenů, které mají 
vesměs týž celkový stupeň. Označme D symbolický vektor (d\dxu d\dx2, ..., d\dxn). Pak 
můžeme definovat diferenciální operátor P(D) tak, že nahradíme každé £k výrazem 
d\dxk ve vyjádření polynomu P. Funkci w e L*oc(lR
n) budeme nazývat slabým nebo 





pro všechny funkce q> třídy C00 s kompaktním nosičem. (Slabé řešení splývá s obvyklým 
řešením, pokud je u dostatečně hladké, aby měl výraz P(D)u klasický smysl.) 
Ukazuje se, že ke každému homogennímu polynomu P existuje se zřetelem na mož­
nost různé volby míry, podle které integrujeme (dokonce nekonečně) mnoho různých 
dvoupoloměrových vět, které charakterizují (slabé) řešení rovnice P(D)u = 0. Každé 
takové větě odpovídá nějaká (eventuálně prázdná) výjimečná množina reálných podílů 
nulových bodů jisté celé funkce. Různé vety přitom budou mít obecně různé výjimečné 
množiny, i když dokonce charakterizují řešení téže rovnice (srovnej výsledky v částech 
6 a 9). 
Co se zdá nejpodstatnější na tomto výsledku je to, že neobsahuje žádný předpoklad 
elipticity; vskutku, typ rovnice vůbec nehraje žádnou roli! Existuje dvouprůměrová 
věta — ve skutečnosti je jich dokonce nekonečně mnoho — pro libovolnou diferenciální 
rovnici P(D)u = 0 (ať je jakkoli komplikovaná), ovšem za předpokladu, že P vzniká 
z homogenního polynomu. Pomineme recept na vytváření těchto vět a spokojíme se 
s jediným příkladem. 
Věta. Nechť u e C(lR2), r1 ? r 2 > 0. Předpokládejme, že 
(10) u(x + r cos <9, y + r sin ) cos 2 d = 0, r = rl9 
pro všechny (x, y) e U2. Potom u vyhovuje ďAlembertově rovnici D« = uxx — uyy = 
= 0, pokud rí\r2 není podílem nulových bodů J2(z). Obráceně, každé globální řešení 
rovnice Qu = 0 vyhovuje (10) pro všechna r > 0. 
Uvážíme-li výsledky z předcházejících odstavců, lze je začlenit do tohoto rámce takto: 
P(D) u = 0 
i 
(x + i ľ)/2 
x\ + x\ + ... + x2„ 




Лu = 0 
Speciálně poznamenáváme, že věty integrální geometrie z částí 6 a 9 dostáváme z (tri­
viální!) volby P(£l9..., £„) = 1, které odpovídá P(D) = I, tj. identickému operátoru. 
Kdo si tedy myslí, že triviální věci nemohou být zajímavé? 
12. Méně je více, více je méně. I když formulace z předchozí části dosahuje uspokojivé 
obecnosti, v žádném případě nevyčerpává všechny možnosti toho, co může být v tomto 
směru dokázáno. Pro ilustraci uveďme jednopoloměrovou větu, která má zřetelný vztah 
ke klasické Fourierově analýze. 
Nechť f je spojitá funkce v rovině. Pro každé z e C má restrikce f na kružnici o polo­
měru 1 a středu z Fourierův rozvoj 
00 
j(z + e i ť >)~ £ an{z)^°, 
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kde 
(11) an(z) = J - P f ( Z + e
w ) e " ^ dO = ± f / ( 0 (C - Z)"""1 df . 
2 7 C J o 2 T T I J | C _ 2 | = 1 
Je-li nyní f celá funkce, je a„(Z) = O, n = — 1, — 2,. . . . Opravdu, je-lif analytická na 
uzavřeném kruhu {|£ — z| = 1}, plyne z (11) (a z Cauchyovy věty), že „„(Z) = 0 pro 
n = — 1 , —2, — 3, . . . . Obráceně, nechť pro nějaké Z je a„(Z) = 0 pro všechna n < 0. 
Potom lze lehce nahlédnout, že f můžeme spojitě rozšířit z kružnice {|£ — Z| = 1} na 
kruh {|C — Z| = 1} tak, zeje analytická v {|£ — Z| < 1}. 
Otázka. Předpokládejme an(z) = 0, n = — 1 , —2, — 3, ... . Musí být f celá funkce? 
Odpověď zní: ano ([1]). Nezdá se to zřejmé (přinejmenším autorovi tohoto článku): 
i když předpoklad an(z) = 0 (n < 0) zaručuje, že fmá analytické rozšíření z každé kruž­
nice {|C — Z| = 1} na {|£ — Z| < 1}, nevíme, zda tato rozšíření pro překrývající se kruhy 
na průniku splývají. V každém případě výsledek lze dostat při (doslova) nekonečně 
slabších předpokladech. 
Věta ([33]). Nechťf e C(R2) a nechťr > 0, n > 1 jsou pevně zvolena. Předpokládej-
me, ze 
(12) í nf(z + rei0)eied& = í f(Z + reié>) e1"* dO = 0 
Jo Jo 
pro všechna z e C. Potom je f celá funkce. 
Předpokládáme-li tedy, že právě dva z Fourierových koeficientů se záporným indexem, 
tj. a_i(Z) a a-„(Z) s jistým n, se identicky anulují, dostáváme, žefje analytická všude. 
Jako obvykle můžeme oslabit předpoklad regularity f a žádat pouze fe L,1oc(R
n) a dále 
předpokládat platnost (12) pouze pro skoro všechna z. Na tomto výsledku je nejvíce 
překvapující to, že v něm nevystupuje žádná výjimečná množina. Z povrchního hlediska 
to lze vysvětlit zřejmým faktem, že platí-li veta pro jednu hodnotu r, pak platí už pro 
všechna r > 0. Při mnohem hlubším pohledu plyne nepřítomnost výjimečné množiny 
ve větě z toho, že Besselovy funkce Ji(Z) a Jn(z) nemají společné nulové body (jiné než 
Z = 0). To však vyplývá (alespoň pro n > 4) z hlubokého výsledku Carl Ludwiga Siegela 
z teorie transcendentních čísel: jestliže Ja(Z) = 0, Z 4= 0 a a je racionální číslo, pak je 
nutně Z transcendentní (viz [30], str. 484 — 485). 
Číslování v poslední části je proti originálu změněno. Po dohodě s autorem byly při překladu dvě 
technicky náročnější části, které jí předcházely, vypuštěny. V nich se autor zabývá zobecňováním 
dříve uvedených dvouprůměrových vět na širší třídu prostorů. Na Riemannových prostorech s klad­
nou křivostí (de facto na sférách v IR" + 1 ) vznikají díky jejich kompaktnosti nové specifické jevy. 
Popišme alespoň zhruba jednopr úměr o vou větu (srovnej [21], [20]): 
Nechť funkce u třídy L na sféře Sn c M.n + 1 má přes každý „vrchlík" o fixovaném poloměru r integrál 
roven nule. Potom se u anuluje (skoro všude) pokud r neleží ve „výjimečné množině" (Jde opět o množinu 
všech nulových bodů spočetného systému funkcí odvozených z Legendreových funkcí prvního druhu). 
Pro případ sféry S2 a U3 bylo předcházející tvrzení známo již v r. 1952 ([29]). Jeho autor Peter 
Ungar je shledal překvapující (kdo ostatně ne?) a nazval je „zrůdnou větou". Ať už tedy zrůdné 
nebo avantgardní, zůstává toto tvrzení pravděpodobně nejstarším výsledkem netradiční integrální 
geometrie. 
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13. Pár slov k důkazům. Trpělivý čtenář, který se úspěšně probojoval předcházejícími 
částmi, může být značně podrážděn, ne-li nabit zvědavostí. Jak se konečně všechny tyto 
výsledky dají dokázat? Hlavní myšlenky lze naštěstí dostatečně stručně načrtnout 
a pokud u čtenáře vznikl hlubší zájem, může se podívat do [32], kde lze nalézt potřebné 
detaily. 
Upřesníme kontext a pro určitost předpokládejme f e C(Rn) a 
(13) fdQ = 0 
pro každou (n — l)-rozměrnou sféru S o poloměru r t a r2. Rovnici (13) můžeme přepsat 
jako dvě konvoluční rovnice 
(14) / • / * ! - = 0, f*fi2 = 0, 
kde Hj jsou normalizované povrchové míry na sférách Sj = [x; \x\ = r,}. Je přirozené 
zkusit aplikovat aparát Fourierovy analýzy. Vzhledem k tomu, že f může libovolným 
způsobem růst, nemusí být bohužel Fourierův obraz f v obvyklém smyslu definován. 
Je proto mnohem výhodnější přejít k harmonické analýze měr fij. 
Pro moderní analyzuje charakteristické, že velká část zbytečně investovaného úsilí může 
být ušetřena, podaří-li se vhodně zvolit funkční prostor, ve kterém budeme pracovat. 
Ukazuje se, že „správný" prostor pro naše úvahy je S'(Rn), což je známý prostor (Schwar-
tzových) distribucí s kompaktním nosičem. Fourierovu transformaci lze přirozeným 
způsobem rozšířit na $'(Rn), přičemž rozšíření odpovídá n-rozměrné obdobě (2) pro 
funkce s kompaktním nosičem; odpovídající prostor Fourierových obrazů E'(IRn) je 
tvořen celými funkcemi n komplexních proměnných vyhovujících ještě dalším růstovým 
podmínkám. 
Nalezení Fourierových obrazů v našem případě není problémem; dostaneme 
hiz Z) 2
in-2),2r(nl2)J(n_2)l2[rjj{z\ + ... + zl)-\ 
K l ' " " "} [iW(z? + .- + mn-2'2 
(Protože Ja(Z)/Z
a je celá funkce, je to též celá funkce.) 
Podmínka, že rx\r2 není podílem nulových bodů J(n-2)/2(Z) vychází nyní automaticky 
z předpokladu, že (ty a \x2 nemají společné nulové body. Existují tedy celé funkceH1? H2 
takové, že 
(15) fiíHí + (i2H2 = 1 . 
(V obecném případě plyne existence takových funkcí z důležitého výsledku teorie funkcí 
více komplexních proměnných, který je znám jako Cartanova věta B. V našem případě 
máme k dispozici mnohem jednodušší důkaz přes funkce jedné proměnné; viz dále.) Lze-li 
volit Hí9 H2 tak, aby vyhovovaly vhodným růstovým podmínkám, můžeme dostat 
funkce H} = 7} e E'(R
n), pro které platí 
(16) (lA +fi2Ť2 = 1. 
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To vede zpět k 
(17) fií * Tt + \i2 * T2 = b0 , 
což by spolu se (14) dávalo 
f = f*S0 = f*(»1*T1 +ii2*T2) = (f*pi1)*Tx +(f*li2)*T2 = 0 . 
(Připomeňme, že poslední vztah již neplatí v $'(RR), ale spíše v prostoru všech distribucí 
®'(Un)). 
Bohužel vztah (16) nemusí platit, dokonce ani při n = 1. Nicméně však, alespoň pro 
n = 1 získáváme jako cenu útěchy toto: existují posloupnosti {Tltk}9 {T2tk} v $'(U) 
tak, že v topologii E'(U) platí 
fiiŤífk + íl2Ť2tk-^ 1 . 
Odtud dostáváme 
/Ji * Tltk + \i2 * T2>k -> <50 
v topologii #'(IR), a tedy, stejně jako dříve, f = f * S0 = 0. Existence takových posloup­
ností plyne z hlubokého funkcionálně teoretického výsledku Laurenta Schwartze ([22], 
[9]), který bývá nazýván základní věta o funkcích jedné proměnné periodických v prů­
měru. 
Schwarzova věta je zcela nesporně typická věta z teorie funkcí jedné proměnné. Až 
donedávna byl otevřený problém, zda ji lze rozšířit i na funkce více proměnných; nyní 
víme ([13]), že to nejde, takže se zdá, že jsme na naší cestě narazili na horský masív. 
V tomto speciálním případě je ale možné dostat se dále tunelem ([26]). Snazší však 
nicméně je (a je to při výsledné analýze i výhodnější) si místo toho všimnout, že fi1 a fi2 
lze považovat za funkce jedné komplexní proměnné z = yj(z\ + ... + z*). To ukazuje 
na možnost aplikace Schwartzovy věty pro jednu proměnnou a nakonec i na získání 
výsledku tímto způsobem — ono to opravdu jde. Převedení problému do jednorozměr­
ného kontextu a zvládnutí potřebných detailů vyžaduje pouze dostatečné úsilí dát věcem 
potřebnou matematickou formu. 
Stejně lze postupovat i v obecném případě. Dvouprůměrová podmínka se opět inter­
pretuje jako dvojice konvolučních rovnic. Jediný další háček je v tom, že Fourierovy 
obrazy mohou mít společné nulové body v počátku. Právě tato možnost má v tvrzeních 
za následek, že výsledek není právě jen f = 0. Vlastnosti, které f musí mít, lze dokonce 
vyčíst lehce z prvních členů v Taylorově rozvoji odpovídajících obrazů. Jedna z hlavních 
výhod přístupu přes Fourierovu transformaci spočívá v tom, že dává nejen metodu 
důkazu, ale i smysl výsledku. 
Vzájemná souhra teorie funkcí komplexní proměnné a harmonické analýzy hraje 
ústřední roli ve všech případech. Tyto dvě oblasti, které daly matematice již tak mnoho, 
jsou stále nevyčerpatelným zdrojem hlubokých a pronikavých pohledů. (Můj přítel 
lan Richards vyjádřil jednou své přesvědčení, že třemi nejefektivnějšími nástroji pro 
řešení matematických problémů jsou kalkulus, teorie funkcí komplexní proměnné 
a Fourierova transformace a já s ním souhlasím.) „Úzký vztah mezi analytickými 
funkcemi a harmonickou analýzou na euklidovských grupách", o němž psal profesor 
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Beurling v [5], je stále užší a užší; začíná zahrnovat prostory, které nejsou ani euklidov­
ské, ani nemají charakter grup. Snad se některý z čtenáiů, který byl okouzlen nebo 
dokonce fascinován tou či onou exotickou květinou ze zahrady netradiční integrální 
geometrie, inspiruje a pokusí se vypěstovat pár květů sám. 
Přeložili Ivan Netuka a Jiří Veselý 
Poznámka překladatelů. Původní text článku (Offbeat integrál geometry. Amer. Math. Monthly 87 
(1980), 161 — 175) vznikl jako rozšířená verze přednášky prof. L. ZALCMANA na Chauvenetově 
sympoziu, které se konalo v lednu 1978. N a tomto sympoziu přednášeli vybraní nositelé Chauvenetovy 
ceny za nejlepší anglicky psané přehledné články; prof. Zalcman získal tuto cenu r. 1976 za článek 
Reálproofs of complex theorems (and vice versá), uveřejněný v Monthly 8I (1974), 115—137. V sou­
časné době je profesorem na univerzitě v Marylandu, USA. Další informace o něm přináší článek 
otištěný rovněž v Monthly 83 (1976), 8 4 - 8 5 . 
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Jak se má tedy reformovat střední škola? Zřiďte 
si nejlepší osnovy a učebnice; bude-li se podle 
nich učit ležérně nebo suše, nebude z toho mnoho 
zisku. Nechtě přednášet filozofii nebo co chcete; 
bude to někdy stejná nezáživná nuda jako časo­
vání „deiknými", zatímco v některých ústech 
bude geometrie okřídlenou a vzrušující básní. 
Je to příliš stará pravda, že ve vyučování osob­
nost je vše; ale té se nelze učit v pedagogických 
kursech. 
Mnoho viny jest (nebo bylo) na hodně pošeti­
lých učebních metodách; ale více viny je na 
lhostejném vyučovacím řemesle mnohých učite­
lů, kteří nemajíce osobního poměru k své látce, 
vtloukají žákům do hlavy právě to nejmechanič­
tější na věci, co jim dá nejméně práce a vysvětlo­
vání: tedy letopočty, definice, slovíčka a vzorce. 
Člověk s maturitou bývá méně než polovzděla-
nec, měl-li neštěstí v učitelích; po osm let ho 
učili letopočtům místo dějinám, slovíčkům 
místo kulturám a vzorcům místo přírodě, a to 
vše s nejdůkladnějším opomenutím vědecké 
metody. 
Mnoho by v tomto směru mohla učinit univerzi­
ta; ale to je zas takové vysoké gymnázium, kde 
se občas vyskytnou zas ti školometi a přednáško­
ví živnostníci — proboha, nezlobte se, že to ří­
kám, ale bývají tam tuze divní patroni. Tedy 
chci říci, že univerzita, jež si konečně může vy­
bírat, by mohla být opravdu sborem osobností, 
tvůrčích a plodných odborníků a filozofů, z nichž 
by linulo světlo pořádného vědění a poznávací 
radost až do poslední venkovské primy. Ta pra­
vá pedagogika se začíná docela nahoře, na 
katedrách univerzitních profesorů. Jen ji nezby-
rokratizovat! Aktivovat ji tvořivě, vědeckou 
úrovní našich univerzit. Chcete-li lepší střední 
školu, musíte začít s lepší a nejlepší univerzitou. 
Na nedávném mezinárodním sjezdu se hodně 
rokovalo o tom, má-li být středoškolský profe­
sor hlavně pedagog či hlavně odborník. Chápu-li 
se v této věci slova, činím tak pro své zvláštní 
zkušenosti; provandroval jsem totiž za mlada 
tři gymnázia, a tedy poznal jsem na vlastní 
kůži kantorů jako málokdo. A tedy tvrdím, že 
nejlepšími pedagogy byli skoro bez výjimky ti, 
kteří byli nejlepšími odborníky. 
Karel Čapek 
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